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RÉSUMÉ. Nous déterminons des inégalités optimales pour la systole dans 
le cas des surfaces hyperboliques compactes de caractéristique -1. Dans un 
premier temps nous étudions la géométrie de ces surfaces, nous décrivons 
ensuite l'action des groupes modulaires sur les espaces de TeichmûUer. Nous 
décomposons alors des domaines fondamentaux de ces actions en cellules 
adaptées à la systole, c'est-à-dire telles que tous les points d'une cellule 
ont mêmes géodésiques pour systoles. Enfin, nous donnons tous les points 
critiques des fonctions systole et en particulier leurs maxima. Nous nous 
intéressons aussi à d'autres invariants comme la 2-systole, la 3-systole... 
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Introduction. La systole d'une variété riemanienne compacte est définie comme 
la longueur minimale d'une courbe non contractile, par abus de langage on em- 
ploie le même mot pour les courbes réalisant cette longueur. 

La systole des surfaces de Riemann fut sujet d'études approfondies durant 
la décennie 1993-2003. L'article de P. Schmutz Schaller [Sch93], marqua une 
avancée importante dans la recherche de surfaces maximales pour la systole. 
Celui de C. Bavard [Bav97], fournit quant-à lui un cadre théorique agréable, 
calqué sur celui de la théorie des réseaux. 

Nous nous inscrivons dans la continuité de ces travaux, néanmoins nous abor- 
dons ici une direction jusqu'à présent délaissée : celle des surfaces hyperboliques 
non orientables. Nous nous intéressons au cas des surfaces compactes de car- 
actéristique -1, c'est-à-dire au plan projectif à deux bords, à la bouteille de 
Klein à un bord et à la somme connexe de trois plans projectifs. Pour chacune 
d'elles nous donnons une décomposition cellulaire d'un domaine fondamental de 
l'action du roupe modulaire, cette décomposition est adaptée à la systole car 
dans chaque cellule l'ensemble des géodésiques systoles ne varie pas. Il est alors 
facile de déterminer les points critiques de la systole sur l'espace de Teichmiiller 
correspondant. En particulier, nous en déduisons tous les maxima locaux et 
globaux de la systole, voici un extrait de nos principaux résultats : 

Théorème 0.1. Nous avons les inégalités optimales suivantes : 

- soient X une surface hyperbolique fermée de caractéristique -1 et s sa sys- 



- soient Y une bouteille de Klein à un bord de longueur bi et s sa systole, 



- soient Z un plan projectif à deux bords de longueurs b\, 62 s sa systole, 



tole, alors 




2 



alors 



cosh(s) < cosh( — ) + 1 ; 



alors 
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- soient T un tore à un bord de longueur bi et s sa systole, alors 

, ,S. 1 /^Ix 1 

cosh(-) < cosh(— ) + -. 

Dans le cas du tore à un bord l'inégalité était déjà connue (voir [Sch93]). 

Conventions. Dans toute la suite le terme surface-i désignera une surface 
hyperbolique fermée de caractéristique -1. Par géodésique nous entendrons, sauf 
mention du contraire, une géodésique fermée simple. Toute courbe fermée simple 
sera qualifiée orientable si elle admet un voisinage orientable, de non orientable 
dans le cas contraire. Nous noterons le revêtement des orientations d'une 
surface 5, et 7°^ un relevé à S°'^ d'une géodésique 7 de S. 

Les bords des surfaces hyperboliques seront toujours supposés totalement 
géodésiques. auto-recollement d'un bord consistera en l'identification de ses 
points opposés. Lorsqu'il n'y aura pas d'ambiguité, nous conserverons la nota- 
tion d'une géodésique après opération de découpe ou d'auto-recollement. Les 
polygones évoqués tout au long du texte sont hyperboliques. Nous confondrons 
les noms des géodésiques et des côtés des polygones avec leurs longueurs respec- 
tives. 

1. TOPOLOGIE ET GÉOMÉTRIE DES SURFACES DE CARACTÉRISTIQUE -1 

Pour saisir la topologie et la géométrie des surfaces non orientables il est 
commode de les concevoir comme des surfaces orientables auxquelles on ajoute 
des bords que l'on auto-recolle. Dans le cas qui nous intéresse, nous appuyerons 
nos raisonnements sur deux représentations : une surfacc_i s'identifie à un tore 
avec un bord auto-recollé ou à un pantalon dont les trois bords sont auto-recollés. 
Ce sont les seules représentations de ce type. 

1.1. Ovale d'une surface_i. Nous remarquons ici l'existence d'une courbe 
canonique, à homotopie près, dans les surface sans bord de caractéristique -1. 
La géodésique associée jouera un rôle géométrique essentiel. 

Théorème - Définition 1.1. Chaque surface-i X possède une unique géodésique 
se relevant en une géodésique séparante de X"^ . Nous l'appellerons ovale de la 
surface X et la noterons jx- 

Dans la première partie de la démonstration de ce résultat, nous exposons une 
construction élémentaire du revêtement des orientations : pour une surface. i 
X nous prenons deux copies et T_ du tore Tx issu de la découpe de jx 
dans X, nous les collons suivant leurs bords en faisant glisser l'un d'un demi- 
tour par rapport à l'autre (voir figure 1). Le quotient de la surface obtenue 
par la translation-réflexion d'odre 2 le long de la géodésique associée aux bords 
s'identifie au quotient de Tx par l'auto-recoUement du bord, c'est-à-dire à X. 

Démonstration. Prenons deux tores avec un bord isométriques, nous les 
collons selon leurs bords en faisant glisser l'un d'un demi tour par rapport à 
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l'autre. La surface de genre deux ainsi construite possède une involution anti- 
holomorphe : la translation-réflexion d'odre 2 le long du bord de chacun des 

tores. Le quotient de la surface de genre deux par cette involution est une 
surface- 1, en fait la surface de genre deux est le revêtement des orientations 
de la surface_i. Le bord des tores se projette sur une géodésique non orientable, 
le relevé de cette géodésique au revêtement des orientations est une géodésique 
de longueur double, évidemment séparante. Nous venons de prouver l'existence, 
dans une surface_i, d'une géodésique (non orientable) dont le relevé est séparant. 

Soit X une surface_i et 71 une géodésique de X se relevant en une géodésique 
séparante. Tout d'abord 71 se relève de manière unique puisque deux géodésiques 
séparantes s'intersectent. Ensuite 71 est non orientable car l'involution anti- 
holomorphe de X°'^ la stabilise et agit sur elle sans point fixe. Montrons son 
unicité. Supposons l'existence d'une autre géodésique 72 répondant aux mêmes 
critères. Les relevés 7^" et 7^" s'intersectent nécessairement. Découpons 7°'" dans 
X°^ , nous avons deux tores et X s'obtient par l'auto-recollement du bord de l'un 
d'eux. La non-orientabilité de 71 et 72 implique que le cardinal de 71 fl 72 est 
impair, en particulier le nombre de composantes de 72^ dans chacun des tores 
bordés par 75"" est impair. Ainsi l'involution hyper elliptique de X°'^ va fixer 
une de ces composantes qui, nécessairement, passera par un point de Weier- 
strass ; d'oii 72'' passe par un point de Weierstrass. C'est absurde puisqu'elle est 
séparante. □ 

Remarque 1.1. L'ovale est une géodésique non orientable 

Remarque 1.2. L'élément du groupe fondamental associé à l'ovale joue un rôle 
similaire à celui associé au bord pour le tore à un bord. Un automorphisme du 
groupe fondamental l'enverra sur lui même, à conjugaison et inverse près. 

De par sa caractérisation topologique, l'ovale 7x d'une surface_i X est la 
seule géodésique à produire un tore à un bord par sa découpe. Nous noterons 
Tx ce tore. L'application qui à X associe Tx établit une bijection entre l'espace 
des surfaces_i et celui des tores à un bord hyperboliques. 




FiG. 1 - Revêtement des orientations 
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1.2. Involution hyperelliptique. Soit X une surface fermée de caractéristique 
-1, la surface de genre deux et le tore Tx admettent tous deux une involution 
hyperelliptique. Nous renvoyons à [HS89] pour leur étude et observons : 

Proposition - Définition 1.2. Les involutions hyperelliptiques de et Tx 
induisent une même involution sur X. Nous l'appellerons involution hyperellip- 
tique et la noterons ix- 

L 'ensemble de ses points fixes est formé de l 'ovale 7x et de trois points isolés 
wi, w-2 et ws, que nous nommerons points de Weierstrass. 

Démonstration. L'involution hyperelliptique P^^ translation d'ordre 

2 sur le bord, ainsi <.Tx passe au quotient après auto-recollement. De même, 
l'involution ixor agit par translation d'ordre 2 sur les géodésiques séparantes, 
en particulier elle commute avec la translation-réflexion d'odre 2 le long de 7^, 
et par conséquent passe au quotient. 

Une géodésique séparante d'une surface de genre deux borde deux tores, la 
restriction de l'involution hyperelliptique à un de ces tores est l'involution hy- 
perelliptique de ce tore. Nous concluons, au vu de la construction du revêtement 
des orientations, que les involutions hyperelliptiques de Tx et X°^ induisent la 
même involution de X. 

L'ensemble des points fixes de lx se déduit trivialement de celui de lj^. □ 

Plusieurs propriétés de l'involution hyperelliptique, bien connues dans le cas 
orientable, glissent trivialement au cas non orientable via le revêtement des 
orientations. Soit X une surface fermée de caractéristique -1, 

Corollaire 1.3. L'involution hyperelliptique tx est un élément du centre du 

groupe des automorphismes Aut{X). 

Corollaire 1.4. L'involution hyperelliptique stabilise toutes les géodésiques. 

Nous savons depuis les travaux de W. Schcrrcr (voir [BCNS92]) qu'une involu- 
tion d'une surface non orientable compacte sans bord vérifie l'inégalité r+2s < g 
où r est le nombre de points fixes isolés, s le nombre de géodésiques de points 
fixes et g le genre topologique de la surface. Il en ressort que l'involution hyperel- 
liptique d'une surface_i est l'involution ayant le plus de points fixes isolés. Dans 
la partie 2 de notre article, nous étudierons tous les groupes d' automorphismes 
de surfaces- 1 ; à cette occasion nous verrons : 

Proposition 1.5. Un automorphisme d'une surface-^ possède au plus trois 
points fixes isolés et l'involution hyperelliptique est le seul à atteindre cette borne. 

Définissons l'involution hyperelliptique d'un pantalon hyperbolique comme la 
refiexion par rapport aux perpendiculaires communes de ses bords. Nous avons 
le corollaire suivant : 

Corollaire 1.6. L'involution hyperelliptique d'un pantalon hyperbolique passe 
au quotient après auto-recollement des bords en l'involution hyperelliptique d'une 
surface hyperbolique fermée de caractéristique -L 
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Soit P un pantalon hyperbolique. Par auto-recollement d'un, deux ou trois 
bords de P nous construisons respectivement un plan projectif à deux bords Z, 
une bouteille de Klein à un bord Y et une surfacc_i X . L'involution hyperel- 
liptique de P passe au quotient après auto-recollement d'un ou plusieurs bords. 
Les involutions qui s'en déduisent seront encore qualifiées hyperelliptiques et 
notées ly, tz, ix d'une manière générale nous préserverons le vocable et les 
notations définis dans le cadre des surfaces- 1. 

1.3. Géodésiques. Nous allons classer très simplement les géodésiques des 
surfaces- 1. Mais avant, soulignons un phénomène assez étonnant. 

Lemme 1.7. Dans une surface fermée de caractéristique -1, toute intersection 
de l'ovale avec une géodésique fermée simple s'effectue à angle droit. 

Démonstration. Une géodésique fermée simple est stable par l'involution 
hyper elliptique, or cette dernière est la reflexion par rapport à l'ovale ; d'oii 
l'angle droit. □ 

Proposition 1.8. Il y a trois types de géodésiques fermées simples dans une 
surface hyperbolique fermée de caractéristique -1 : 

- l'ovale, 

- les géodésiques fermées simples orientables, chacune d'elles passe par ex- 
actement deux points de Weierstrass et ne coupe pas l 'ovale ; 

- les géodésiques fermées simples non orientables, chacune d'elles passe par 
exactement un point de Weierstrass et intersecte l'ovale en un point. 

Démonstration. Soient X une surface- 1 et 7 une géodésique distincte de 

l'ovale. Commençons par montrer que 7 intersecte au plus une fois 7x- 

Supposons que 7 coupe 7x en au moins deux points. Vu dans le tore T^, 
7 possède plusieurs composantes connexes, la parité de leur nombre décidant 
de son orientabilité. Considérons une composante connexe 70 de 7, ou bien 70 
est stable par l'involution, ou bien elle est envoyée sur une autre composante 
connexe. Si elle est stable, alors les points d'intersection de 70 avec dTx sont 
diamétralement opposés et donc identifiés dans X ; donc 70 est une géodésique 
simple fermée et 7 = 70, absurde. Si elle est envoyée sur une autre composante 
connexe 71, alors les extrémités de 71 sont les points du bord diamétralement 
opposés aux extrémités de 70. Il vient que 70 U 71 forme une seule et même 
géodésique, donc 7 = 70 U71. Nous concluons qu'une géodésique de X a au plus 
deux points d'intersection avec l'ovale. 

Supposons que 7 coupe 7x en exactement deux points, alors 7 est orientable. 
Par ailleurs, 7 ne passe par aucun point de Weierstrass puisque ses composantes 
71 et 72 sont échangées par l'involution hyperelliptique. Donc 7 se relève en 
une géodésique séparante sur laquelle agit l'involution antiholomorphe de X"*". 
L'action dans un voisinage de la géodésique est celle d'une translation-réflexion 
d'ordre 2 (action sans point fixe), nous en déduisons que 7 n'est pas orientable, 
contradiction ! D'oii 7 ne peut couper 7x en deux points. 
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Supposons que 7 coupe 7x en un point, alors 7 est non orientable. Comme 
l'involution hyperelliptique fixe le point d'intersection elle en fixe nécessairement 
un autre. Donc 7 passe par un point de Weierstrass. 

Supposons que 7 n'intersecte pas 7x, alors 7 est une géodésique interne de 
Tx, elle est donc orientable et passe par deux points de Weierstrass. □ 

1.4. Dualité. Etant donnée une géodésique (fermée simple) orientable 7 d'une 
surface_i X, nous pouvons trouver une unique géodésique (fermée simple) non 
orientable 7' qui lui est disjointe. Effectivement, nous nous ramenons à un pan- 
talon avec deux bords égaux en découpant 7 dans Tx ; les bords associés à 
7 admettent une perpendiculaire commune et sa médiatrice s'identifie à une 
géodésique non orientable de X, disjointe de 7 (voir figure 2). 

Proposition - Définition 1.9. L'application décrite ci-dessus établit une bijec- 
tion entre les géodésiques fermées simples orientables et les géodésiques fermées 

simples non orientables distinctes de l'ovale. Soit 'y une géodésique fermée sim- 
ple, nous noterons 7' la géodésique lui correspondant par cette application et 
l'appellerons géodésique duale de 7. 

Démonstration. Soit 7 une géodésique orientable de X, il n'existe pas deux 
géodésiques non orientables (distinctes de l'ovale) disjointes de 7. Procédons par 
découpe. Découpons d'abord 7 dans Tx, nous obtenons un pantalon avec deux 
bords égaux. Découpons ensuite les deux perpendiculaires communes issues de 
dTx, nous arrivons à un octogone dont les côtés opposés sont égaux. Dans cet 
octogone essayons de construire une géodésique non orientable (distincte de 7' 
et 7x) disjointe de 7, cette géodésique partirait à angle droit d'un côté associé à 
7x elle éviterait les côtés associés à 7 et au moins dans un premier temps ceux 
associés à 7', elle suivrait donc le tracé de la figure 3 , c'est impossible car elle 
ne passerait pas par un point de Weierstrass. 

Soit 7 une géodésique non orientable deX, il existe une et une seule géodésique 
orientable disjointe de 7. Découpons 7 dans Tx, nous obtenons un cylindre, à 
homotopie près celui-ci ne contient qu'une seule courbe fermée simple. □ 

Remarque 1.3. La dualité est croissante (pour les longueurs). En effet, entre 
une géodésique orientable 7, sa duale 7' et l'ovale 7x, nous avons la relation 

cosh(/(7)/2) =sinli(/(7')/2)sinli(/(7x)/2). (1.1) 

En particulier, la géodésique duale d'une systole de Tx est une géodésique non 
orientable de X distincte de 7x de plus petite longueur ; nous pouvons mon- 
trer ([Bav05a]) qu'elle réalise le rayon d'injectivité de 7x. Nous appellerons ces 
géodésiques rayons extrémaux. 

1.5. Deux exemples de surface_i. Nous construisons un tore équilatéral à un 
bord en identifiant les côtés opposés d'un hexagone régulier, d'angle au sommet 
7r/3, auquel on a ôté un disque ouvert (voir figure 4). Nous pouvons imposer que 
la distance du bord aux côtés de l'hexagone soit le quart de la longueur du bord. 
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FiG. 3 - 
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Nous noterons Tx(h) 1^ tore ainsi obtenu et X{H) la surface_i s'en déduisant, 
que nous nommerons surface équilatérale. 

Les points de Weierstrass de X{H) sont les milieux des côtés de l'hexagone. 
Nous avons représenté les perpendiculaires communes du bord et des côtés, elles 
forment trois rayons extrémaux. Les segments joignant les milieux des côtés 
constituent les systoles de Tx puisque ce sont les duales des rayons extrémaux. 
Il est facile de voir que la longueur des rayons extrémaux est plus petite que la 
longueur des systoles de Tx, et nous en déduisons que X{H) possède exactement 
quatre systoles : les rayons extrémaux et l'ovale. 

Une deuxième surface intéressante provient du pentagone droit régulier. Col- 
lons deux tels pentagones suivant un côté nous obtenons un hexagone droit, à 
partir de deux hexagones nous fabriquons un pantalon, puis en recollant deux 
bords de ce pantalon avec un twist nul nous parvenons à une surface- 1 notée 
X{P) (nous effectuons la démarche inverse de celle de la figure 2). 

Cette surface possède cinq systole : l'ovale, deux systoles orientables et deux 
rayons extrémaux. En fait, il y a une systole par côté du pentagone. Il est très 
facile de voir que ces géodésiques sont bien les systoles, car toute géodésique 
passe par un sommet d'un pentagone (un point de Weierstrass) avant de tra- 
verser celui-ci. 

1.6. La bouteille de Klein à un bord et le plan projectif à deux bords. 

Nous reprenons les notations de la fin du paragraphe 1.2. Le cas des surfaces- 1 
a visiblement valeur de paradigme. En raisonnant avec Y et Z comme nous le 
ferions avec X nous trouvons : 

Proposition 1.10. La bouteille de Klein à un bord admet une seule géodésique 
fermée simple orientable et une infinité de géodésiques fermées simples non 
orientables. 
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Démonstration. La géodésique orientable est la duale du bord. Des exemples 
de géodésiques non orientables sont les deux bords auto-recollés de P, nous 

obtenons une infinité d'autres gcodcsiqucs non orientables en faisant agir sur 



Remarque 1.4. En fait, nous récupérons toutes les géodésiques non orientables 

par la méthode explicitée dans la preuve. 

Proposition 1.11. Le plan projectif à deux bords n'admet aucune géodésique 
fermée simple orientable et seulement deux géodésiques fermée simples non ori- 
entables. 

Démonstration. Une géodésique orientable serait duale de chacun des bords, 
c'est impossible. Il y a une géodésique non orientable évidente : le bord auto- 
recoUé de P. Cherchons les autres géodésiques non orientables. Elles sont or- 
thogonales à l'ovale et l'intersecte en un seul point, de plus elles passe obliga- 
toirement par les point de Weierstrass de Z. Nous voyons rapidement qu'il n'y 
a q'une possibilité. □ 



elles le twist selon la géodésique orientable. 



□ 




FiG. 5 - Le plan projectif à deux bords 




FiG. 6 - La bouteille de Klein à bord 
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Pour chacune des figures ci-dessus, les bords grisés du pantalon représentent 
ceux auto-recoUés. Sur la figure 5 nous avons noté 71 et 72 les deux géodésiques 

du plan projectif à deux bords. Sur la figure 6 nous avons noté 7 la gcodcsique 
orientable et 71 , 72 deux géodésiques non orientables ; le désigne le twist selon 
7- 

1.7. Commentaires. Dans notre approche des surfaces non orientables nous 
avons adopté un point de vue métrique, hyperbolique. Un point de vue plus 
classique serait celui des surfaces de Klein, c'est-à-dire des surfaces munies d'un 
atlas dont les changements de cartes sont holomorphes ou anti-holomorphes. 
L'étude des surfaces de Klein a connu un fort développement depuis l'impul- 
sion donnée par le livre [AG71] d'Alling et Greenleaf au début des années 70 ; 
les méthode utilisées, basées sur l'emploie des groupes non euclidiens cristal- 
lographique («N.E.C groups » en anglais) font essentiellement appel à des 
techniques combinatoires. Les résultats obtenus concernent principalement les 
groupes d'automorphismcs (borne du nombre d'automorphismcs, détermination 
des groupes d'automorphismcs des surfaces hyper elliptiques...). Dans ce cadre 
l'involution hyperelliptique est souvent définie comme une involution a d'une 
surface X telle que X/{a) soit de genre algébrique 0, il est alors montré que l'in- 
volution hyperelliptique est unique et dans le centre de Aut {X) (voir l'article 
[Buj89] de J.A. Bujalance). 

Parmi les différents articles de E. Bujalance, J.J. Etayo, J.M. Gamboa, G. 
Gromadzki, et D. Singcrman, nous renvoyons à [BEG90] pour une introduc- 
tion aux surfaces de Klein, à [BEG85] et [Buj89] pour l'étude de l'involution 
hyperelliptique des surfaces de Klein sans bord. 

2. Actions de groupes d'automorphismes 

Commençons par rappeler un résultat connu sur le sujet ; c'est un cas parti- 
culier du théorème principal de [BBGM89] . 

Proposition 2.1. Les seuls groupes se réalisant comme groupe des automor- 
phismes d'une surface-i sont : Z/2Z, Z/2Z x Z/2Z, D4 et Dq. 

Nous allons décrire toutes les surfaces_i possédant un groupe d'automor- 
phismes différent de Z/2Z, mais cela passe d'abord par l'étude des involutions. 

Dans toute la suite X désignera une surface- 1. Soulignons que le paramètre 

de twist est à valeurs dans le cercle M/Z. 

2.1. Actions de Z/2ZxZ/2Z. Dans [BCNS92], nous trouvons des informations 
précises, attribuées à Scherrer, sur l'action par involution. Pour une involution 
d'une surface_i, notons r son nombre de points fixes isolés, s~^ (resp. s~) le 
nombre de géodésiques orientables (resp. non orientables) fixées points à points. 
Alors 

Proposition 2.2. Les seuls triplets (r, s+,s^) réalisés par l'involution d'une 
surface-i sont : (1,0,1), (1,1,1) et (3,0,1). Et à chacun d'eux correspond une 
unique involution, à conjugaison topologique près. 
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Procédons à quelques remarques. Soit a une involution d'une surface_i X, 
nous noterons 5~ sa géodésique non orientable de points fixes et 5+ la géodésique 
duale de cette dernière. 

- Si (r, s~^,s~) = (3, 0, 1) alors a = lx- En effet, nous avons vu que a est con- 
juguée à Lx, mais la classe d'homotopie de jx est fixe par homéomorphisme, 
d'où 5~ = 7x et (T = ^x• 
- Si cj / tx, alors a a exactement deux points fixes sur jx dont un appar- 
tenant à ô~ . 

- Si a ^ Lx, alors a peut agir de deux manières sur (5+ : ou bien a fixe tous 

les points et (r, s"*", s~) = (1, 1, 1), ou bien a agit par translation-réflexion 
d'ordre 2 et (r, s~^,s~) = (1, 0, 1). En tout cas, a ne peut agir par translation 
pour des raisons de connexité évidentes lorsqu'on se place dans Tx- 
Considérons maintenant une surface X sur laquelle agit G = {idx, (Ji, <J2, Lx} 
un groupe d'automorphismes isomorphe à "L/TL x Z/2Z. Dans la suite nous 
adopterons les notations suivantes : ô'^ désignera la géodésique non orientable 
fixée point à point par crj (i = 1, 2), et 5^ sa géodésique duale. 

Comme (Ti(T2 = Lx, il vient facilement (r, s"*", s~)cri = (r, s"*", s~)ct2, nous 
noterons désormais (r, ,s+,s^)(5 ce triplet. Nous allons inventorier les actions 
possibles de G selon les deux valeurs éventuelles de ce triplet. 

2.1.1. Si (r, s"'",s~)g = (1)1,1)- Alors et (5^ sont disjointes, sinon elles se 
couperaient en un point de Weierstrass et, et Ô2 s'intersecteraient en dehors 
des points de Weierstrass ce qui est impossible puisque ce sont les points fixes 
de Lx = o"iO"2. Nous en déduisons 

5+ = [w]}, 5+ \^ô^ = {W2}, 5f n (5j = {103}, \^ô^ = 0, 

oii wi^ W2 et sont les points de Weierstrass de X. Souligons que chaque 
intersection non vide s'accomplie avec un angle droit. 

Contemplons X, nous voyons que les coefficients de twist relatifs aux S'I 
{i = 1,2) sont nuls (voir figure 7). Réciproquement, si X est une surface dont 
le twist selon une certaine géodésique intérieure est nul, alors il est facile de 
construire un groupe d'automorphismes G ~ Z/2ZxZ/2Z contenant l'involution 
hyper elliptique tel que (r, s"*", s~)g = (1, 1, 1)- 

2.1.2. Si (r, s"^, s~)g = (1, 0, 1). Montrons que (îJ^TlcJ^ = {w2,W3}. Premièrement 
Sf et Ô2 passent par les mêmes points de Weierstrass ; dans le cas contraire et 
Ô2 s'intersecteraient en un point de Weierstrass, et ce dernier ne serait pas fixé 
par Lx, c'est impossible. Ensuite Ô2 et ôf sont toutes deux stables par ai et a2 
qui agissent par translation-réflexion sur elles. L'existence d'un troisième point 
d'intersection contredirait l'égalité lx = (J\cr2, il suffit de regarder comment ai, 
(72 et Lx déplaceraient ce point sur 5^ . Donc 

ô^{^Ô2={wi} et (^i" n (^2" = {W2, W3}. 
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FiG. 7 - Surface avec un twist nul selon 




FiG. 8 - Surface avec un twist 1/2 selon 

En découpant (5f et dans Tx, nous devinons que (5f et s'intersectent en 

exactement deux points {pi,P2}- Bien sûr, pi et p2 sont échanges par (72, et 
l'intersection en ces points comme celle en w\ s'effectue avec un angle droit car 
(Ti (la reflexion suivant (5f ) stabilise S^. Nous concluons que le paramètre de 
twist de X selon b'^ [i = \ ou 2) vaut 1/2 (voir figure 8). Inversement si X 
possède un paramètre de twist de 1/2 selon une certaine géodésique interne de 
Tx, alors nous pouvons formé un groupe d'automorpliisme G ~ Z/2Z x Z/2Z 
contenant l'involution hyperelliptique et vérifiant (r, s'^,s~)g = (1,0,1). 

Les familles de surfaces dont nous venons de parler constituent des lieus de 
points fixes relatifs à certains sous-groupes du groupe modulaire. Vu dans l'es- 
pace de Teichmiiller elles formeront des sous-variétés totalement géodésiques. 
Ceci sera expliciter plus loin. 

2.2. Action de D4. Dans ce paragraphe nous supposons Aut (A) ~ D4. Soit 
r un automorphisme d'ordre 4 de A, r agit par translation d'odre 4 sur &fx 
(quitte à le multiplier par ix)- 

Soit Si une systole de Tx, si passe par deux points de Weierstrass. Clairement 
T fixe un point de Weierstrass, disons wi, et échange les deux autres. Supposons 
que Si ne passe pas par obligatoirement r stabilisera Si car deux systoles ne 
peuvent s'intersecter plus d'une fois. Cependant ceci impliquerait que = ix 
fixe point à point si, absurde. Donc si passe par w\ et par un deuxième point de 
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Weierstrass, par exemple W2- En conséquence, r étant la rotation d'angle 7r/2 en 
wi envoie si sur une deuxième systole S2 qui lui est orthogonale. En découpant 
Si dans Tx, nous obtenons un pantalon dont la perpendiculaire commune aux 
bords identifiés à si est S2 ; le twist de X par rapport à si est de ce fait nul. En 
outre, en se plaçant dans un pentagone et avec les notations de la figure 9 nous 
avons a = e et b = d. 




c 



FiG. 9 - Hexagone et Pentagone droits 

Inversement, partant d'un pentagone vérifiant a = e et 6 = d, et en recollant 
le pantalon associé avec un twist nul, nous aboutissons à une surface ayant D4 
comme groupe des automorphismes. Via un argument de trigonométrie hyper- 
bolique, nous en concluons qu'il y a exactement une famille à un paramètre de 
surfaces ayant D4 pour groupes des automorphismes, et le paramètre est Z(7x)- 

Quelques constatations sur ces surfaces. Pour chacune de ces surfaces, Tx 
a deux systoles et l'ovale 7x deux rayons extrémaux. Trivialement, une seule 
de ces surfaces possède plus de deux systoles : la surface construite à par- 
tir du pentagone régulier. Enfin, nous voyons sans peine comment agisse tous 
les automorphismes ; en particulier pour un telle surface X, Aut {X) contient 
deux sous-groupcs Gi, G2 de la forme {idx ,cri,cr2, ix} — Z/2Z x Z/2Z avec 
(r, s"*", s^)gi = (1,0,1) et (r, s+,s^)g2 = (1)1)1) (pour ce dernier nous avons 
= Si). Cette famille de surfaces se situe donc à l'intersection des deux familles 
étudiées précédemment. En fait, elles forment exactement l'intersection car, nous 
allons le voir, les surfaces X avec Aut {X) ~ Dg n'ont pas de groupe d'automor- 
phisme G 2± Z/2Z x Z/2Z, contenant lx, avec (r, s+, s~)c = (1, 1, !)• 

2.3. Action de Dg. Soit X une surface avec Aut {X) ~ Dq. Considérons r 
un automorphisme d'ordre 6 de X, nous avons = lx- Vu que lx fixe les 
points de Weierstrass, la restriction de r à ces points est un cycle d'odrc 3 (ce 
ne peut être l'identité, sinon nous pourrions par exemple construire des systoles 
s'intersectant en deux points). 

Prenons un rayon extrémal de X, r transforme ce rayon extrémal en un 
autre rayon extrémal puisqu'il agit transitivement sur les points de Weierstrass, 
il en découle que X possède trois rayons extrémaux disjoints ri, r2 = T(ri) et 
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rs = T^(ri). Découpons ces trois rayons dans X, nous obtenons un pantalon avec 
trois bords de mêmes longueurs. Les systoles internes de Tx sont les géodésiques 

duales des rayons cxtrcmaTix, on les visualise avec facilites sur le pantalon : elles 
joignent les milieux de deux bords. Toujours dans le même pantalon, regardons 
la perpendiculaire à jx issue de wi . Cette perpendiculaire forme une géodésique 
fermée simple, orthogonale à la systole si et au rayon ri. Si nous regardions cette 
perpendiculaire dans le pantalon produit par la découpe de 'jx et ^i; alors nous 
verrions que le twist de X selon si a pour valeur 1/2. 

Réciproquement, en partant d'un pantalon avec trois bords de même longueur, 
et en auto-recollant ces bords nous obtenons une surface X avec Aut {X) ~ Dq. 
Conclusion : il y une famille à un paramètre (la longueur de l'ovale jx) de sur- 
faces ayant Dq pour groupe d'automorphismes. Une représentation agréable de 
ces surfaces est celle de la figure 4. Le groupe d'automorphisme nous apparaît 
alors avec limpidité, nous remarquons en particulier que les trois sous-groupes 
contenant lx et isomorphes au groupe de Klein vérifient tous (r, s"*", s~)g = (1, 0, 1). 

3. Espaces de Teichmûller et systole des surfaces_i 

Dans cette partie, toute surface sera supposée fermée. Pour une géodésique 
orientable 71, le twist 9i sera croissant si l'on a un glissement d'un bord dans 
le sens donné par la flèche de la figure 11 ; si la figure 11 représente un twist 
nul selon 71, alors la figure 10 représente un twist compris entre et 1/2. Nous 
noterons tj^ le twist de Dehn selon 71 . 

3.1. Définition. Fixons nous une surface hyperbolique orientable R de genre 
g >2. On appelle surface marquée de genre g un couple (5, f) forme d'une sur- 
face hyperbolique orientable S de genre g et d'un homéomorphisme préservant 
l'orientation ip : R ^ S. Sur l'ensemble des surfaces marquées on définit le 
relation d'équivalence suivante : 

{S, (p) ~ {S' , if') si ip' o if~^ est isotope à une isométrie. 

Nous regarderons V espace de Teichmûller Tg des surfaces hyperboliques ori- 
entables de genre g comme l'espace des classes d'équivalences [S, 93] de surfaces 
marquées. Il est muni d'une structure de variété analytique complexe (de di- 
mension 3^ — 3) ainsi que d'une métrique kâhlérienne de courbure négative (dite 
de Weil-Petersson) . 

Sur 7^, agit naturellement le groupe des homcotopies. Son quotient par le 
sous-groupe des éléments agissant trivialement est le groupe modulaire, que 
nous noterons Modg. L'action de Modg sur Tg s'effectue par isométrie pour la 
métrique de Weil-Petersson. 

En supprimant la condition relative à l'orientabilité, on étend au cadre non 
orientable les notions de surfaces marquées et d'espace de Teichmiiller. L'espace 
de Teichmiiller des surfaces hyperboliques non orientables de genre g sera noté 
T~ , et le groupe modulaire associé Mod~. En considérant le revêtement des 
orientations plutôt qu'une surface elle-même, l'espace T~ apparaît comme lieu 
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des points fixes d'une isométrie négative de T^+i , et en tant que tel c'est une sous- 
variété totalement géodésique de sur laquelle agit Mod~ par isométries. 

Nous allons nous intéresser à l'espace de Teichmûller des surfaces hyper- 
boliques non orientables de genre 3. Vu dans T2 c'est le lieu des points fixes 
de l'homéotopie se réalisant comme translation-réflexion d'ordre 2 le long de la 
géodésique séparante au-dessus de l'ovale (pour les revêtements de surfaces non 
orientables) . 

3.2. Paramétrisations de . Nous allons exhiber deux paramétrisations 
globales de . 

Proposition 3.1. Soit 71 une géodésique orientable des surfaces-i. Soient 
{ôi,li) les coordonnées twist-longueur selon 71, l'application 

$ : Tg- — > M X X 

X ^ {ei{x)M{x)Aix)) 

est un dijféomorphisme. 

Démonstration. Considérons les coordonnées de Fenchel-Nielsen de T2 as- 
sociées au système de géodésiques {7^, 711, 712}, ori les 71^ (i = 1,2) sont les 
deux relevés de 71. Il est connu (voir par exemple [IT92]) que l'application 

(f) : T2 ^ (M;)3 X (M)3 

X ^ iii^x),hi{x),iu{x),e^^{x),eii{x),eu{x)) 

est un système de coordonnées globales sur T2. 

L'espace s'identifie clairement à l'ensemble des points de T2 déterminés 
par les conditions 

%^(X) = TT 
hl{X) = ll2{X) . 

OiiiX) = OuiX) 

Il s'en suit que {Oi,li,l{'jx)) forme un système de coordonnées globales sur 

Remarque 3.1. Dans ce système de coordonnées, il semble naturel d'imaginer 
comme espace fibre au-dessus de M.*^ (la longueur du bord), chaque fibre 
étant l'espace de Tcichmiillcr du tore avec un bord de longueur fixée. 

Le deuxième système de coordonnées que nous allons présenter consiste en 
trois fonctions longueurs. Nous ne nous appuyons pas sur le revêtement des 
orientations. 

Théorème 3.2. Soient 74, 75 et 76 trois géodésiques non orientables et dis- 
jointes. Alors, l'application ayant pour coordonnées les fonctions longueurs as- 
sociées 

^ : Tf — ^ {Rlf 

X ^ ik{X),k{X),k{X)) 

établit un difféomorphisme entre et {W^y. 
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Démonstration. Tout d'abord, l'application ^ est bijective. En effet, l'opération 
de découpe des trois géodésiques 74, 75 et 76 établit une bijection entre et 
l'espace des pantalons ; mais ce dernier est paramétré par les longueurs des 
bords, d'où l'affirmation. 

Ensuite, * à l'instar des fonctions longueurs est de classe C°° sur . Pour 
conclure, montrons que son application réciproque l'est aussi ; autrement dit, 
montrons que l{^x), h et 9i dépendent de façon de l4^{X), l^iX) et Iq{X). 
Vu dans le pantalon, l{'yx) s'exprime comme somme des longueurs des perpen- 
diculaires communes aux bords, elle est clairement de classe C°°. Sans perte de 
généralités, supposons 74 et 71 duales l'une de l'autre. En découpant 71 dans Tx 
(voir figure 10), nous voyons li comme fonction C°° en 14{X) et l{'yx)- Quant-au 
twist : introduisons la géodésique 72 duale de 75 dans X, à l'aide de relations 
trigonométriques nous écrivons les égalités 

cosh{9i{X)li{X)/2) = cosli(/2(X)/2)tanli(Zi(X)/2)tanh(Z4(X)/2) 

et (voir Remarque 1.3) 

cosli(/2/2) = sinli(;5/2)sinh(/(7x)/2), 
prouvant ainsi le caractère lisse de 61 par rapport à (14{X),1^{X),Iq{X)). □ 




FiG. 10 



Remarque 3.2. Une paramétrisation de l'espace de Teichmûller par des longueurs 
est un phénomène très rare, il ne se produit jamais dans le cas hyperbolique ori- 
entable, même locallement (voir par exemple [SS88]). 

Remarque 3.3. L'espace et l'espace de Teichmiiller des pantalons sont 
difféomorphes. 

Nous allons nous fixer un système de coordonnées auquel nous nous référerons 
par la suite. Choisissons X{P) comme origine du Teichmiiller, et adoptons les 
notations suivantes (voir figure 11) : 

- 71 et 72 désignent les deux systoles orientables de X{P), 
~ 73 = ^71^ (72) et 74 = (72) sont les géodésiques obtenues à partir de 72 
par un seul twist de Dehn selon 71. 
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Nous optons pour le système de coordonnées (^i, /i, /(7x)) avec la convention 
9i{[X{P),i(I\) = 0. Nous noterons [X{H),ipi/2] la surface marquée associée à 
X{H) telle que 9i{[X{H),ipi/2]) = 1/2- 




FiG. 11 - 



3.3. Générateurs du groupe modulaire. Jetons un œil à quelques éléments 

du groupe des homcotopics des surfaccs_i. Soient 

- n riioméotopie associée à la reflexion selon 71 dans [X{P),id], n est un 
élément d'ordre 2 qui fixe 71 et 72, et échange 73 et 74. Vu dans notre 
système de coordonnées, n correspond à la symétrie par rapport au plan 
{^1 = 0}. 

- M la reflexion par rapport à 'y'^ dans [X{P),id], u échange 71 et 72. L'ensem- 
ble des points fixes de u est {h =12}- 

- t = u ■ n l'homéotopie associée à la rotation d'angle 7r/2 en wi dans 
[X(P),id] (voir figure 11) ; t échange 71 et 72, et 73 et 74. 

- V l'homéotopie associée à la reflexion selon j'i dans [X{H), (pi/2], v échange 
72 et 73 et son lieu des points fixes est {I2 = I3}. 

- s = V ■ u l'homéotopie qui vue dans [X{H),ipi/2] est la translation d'odre 
6 le long du bord de Tx(jï), s agit transitivement sur 71, 72 et 73, plus 
précisément 5(71) = 73 et 5(73) = 72. 

Nous allons montré que les éléments n, s et t engendrent le groupe modulaire 
Moc/g , et que ce dernier est isomorphe à PGL(2,Z) 

3.4. Domaine fondamental. Soit D l'ensemble des points M = [X, tp] G 
tels que : 

O<0i(M)<l/2 et h{M)<l2{M). 

L'objet de ce paragraphe est de montrer que D est un domaine fondamental de 
pour l'action du groupe modulaire. 

Proposition 3.3. Soit M = [X, ip] un point de D, alors 71 est une systole 
interne de X. 

Démonstration. Soit M = [X,ip] un point du plan {^1 = 0}. La surface X 
admet un groupe d'automorphisme G ~ Z2 x Z2 avec (r, s~^,s~)g = (1, 1, 1), et 
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les systoles éventuelles de Tx sont les deux géodésiques de points fixes, c'est-à- 
dire 7i et 72 . Il en découle que 71 est une systole interne de tout élément M e D 

avec 6*1 (M) = 0. 

Soit M = [X, (f] un point de D \ {9i = 0} tel que X possède deux systoles 
internes : 71 et une autre systoles 7. Les géodésiques duales de 71 et 7 sont 
disjointes, et nous pouvons trouver une troisième géodésique disjointe des deux 
premières ; découpons ces trois géodésiques, le pantalon obtenu a deux bords 
égaux. Sur ce pantalon nous repérons sans peine 71 et 7 mais aussi la prepen- 
diculaire commune à 71 et 7x (voir figure 12). En particulier cette dernière 
n'intersectc pas 7. 

Maintenant découpons 71 dans Tx- La géodésique 7 passe par W3, elle tra- 
verse ensuite un pentagone, elle ne peut en sortir par les côtés a (car 61 7^ 0), b, 
c ou d, donc elle sort du pentagone par le point de Weierstrass (nécessairement 
wi) du côté e. En posant nos yeux sur la figure il apparaît que 7 = 72- 

Comme l'ensemble D\{li = I2} est connexe nous concluons que 71 est l'unique 
systole interne de chacun des points de cet ensemble. □ 




tn2 



FiG. 12 - 

Corollaire 3.4. Soit M un point de tel que h{M) < l^k (^^^^{M) pour tout 
k & Z, alors 71 est l'unique systole interne de M. 

Démonstration. A l'aide de t^^ et n nous revenons au cas où M e D. □ 

Théorème 3.5. L'ensemble D est un domaine fondamental pour l'action du 
groupe modulaire Mod^ sur l 'espace de Teichmiiller . 

Démonstration. D contient un domaine fondamental. En effet, quitte à user 
de tjj^ et t nous pouvons envoyer n'importe quel point de sur un point M 
vérifiant li{M) < l^k (^^^-^{M) pour tout A; G Z; ensuite les actions de t-y^ et n 
ramènent M dans D. 

Soit g un élément du groupe modulaire tel que D H {g ■ D) ^ $, 
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- OU bien g ■ dD = dD, dans ce cas nécessairement ^(Pî) = Vi {i = 1, 2) et 
g = id, 

— ou bien il existe M € dD tel que g{M) G £), mais ceci est impossible car 
les points de D fixés par un élément de Mod^ sont exactement les points 
frontière. 

Donc g = id, et D est bien un domaine fondamental pour l'action de groupe 
modulaire. □ 

Nous avons représenté en figure 13 le plan horizontal {l{'yx) = 2} (les échelles 
en abcisse et ordonné sont différentes). 




FiG. 13 



Comme pour Zi fixé, I2 croit avec le twist 61 (sur {^i > 0}), on observe que 

les points de {li = h, ^1 > 0} ont une ordonne qui est fonction croissante de 
leur abcisse. En fait, la longueur I2 s'exprime en fonction de 61 et h de la façon 
suivante : 

,9/, , N , 9.. , , .cosh-f/f- v)/2) +cc)sli-(7i/2) - 1 

Les points A et B sont respectivement les points fixes de t et s, les surfaces 
associées admettent un groupe d'isométrie isomorphe à D4 et Dg. 

Avec n, t et s nous envoyons D sur n'importe lequel de ses voisins (voir 
figure 14), nous en déduisons que ce sont bien des générateurs de Mod^ . 

Nous pouvons même en dire plus. Il est clair que d'un point de vue com- 
binatoire, le pavage obtenu par l'action de Mod^ sur est le même que 
celui obtenu par l'action classique de PGL(2, Z) sur le demi-plan de Poincaré H 
(PGL(2, Z) est le groupe d'un triangle d'angle 0, tt/2, tt/S). Nous en déduisons 
que Mod^ ~ PGL(2,Z). 

En fait, ce résultat était déjà connu puisque dans [BC72] (et [BC04]) Birman 
et Chillingworth fournirent la présentation suivante du groupe des homéotopies 
d'une surface- 1 : 

{a,b,y I aba = bah, yay~^ = a~^, yby~^ = b~^, y^ = 1, (aba)'^ = 1). 
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FiG. 14 - Action des générateurs sur D 



Le groupe GL(2, Z) admet pour sa part la présentation 

{s,t,n I s^t^ = 1, ntnT^t = 1, nstn~^st = 1, = 1, = 1, = 1). 

Il y a équivalence entre ces deux présentations, il suffit de poser n = y, t = aba 
et s = ab. 

Proposition 3.6 (Birman, Chillingworth) . Soit X une surface compacte non 
orientable sans bord de caractéristique -1, alors Homeot(X) ~ GL(2,Z). 

Corollaire 3.7. Le groupe modulaire Mod^ est isomorphe à PGL(2,Z). 

Démonstration. Hormis l'identité, seule l'involution hyperelliptiquc agit triv- 
ialement sur le Teichmùller, comme elle appartient au centre du groupe modu- 
laire Mod^ elle s'identifie nécessairement à —Id2, d'oii le résultat. □ 

3.5. Décomposition cellulaire. Soit [X,(p] une surface marquée de D, par 
la Proposition 3.3 l'une des trois géodésiques 71, j'i, 7x est une systole. Com- 
mençons par regarder les lieus d'égalité de longueurs de ces géodésiques. Celles-ci 

ne dépendent pas du twist di, posons x = cosh^(7i/2) et 2; = cosli^(7x/2), en 
usant de l'égalité sinh(7'i/2) sinli(7x/2) = cosh(7i/2), il vient : 

^ = ^ ^ Z = 1 + 

Par ailleurs, pour nous avons 

pour 9i = 0, = ^72 ^ — ~ 1)^) 

pour 01 = 1/2 ^ =L,2 z = 2x^/2 _ _^ 1, 

Nous avons représenté en figure 15 les courbes associées à ces égalités, elles 
donnent une idée de la configuration des lieus d'égalités de longueurs dans une 
coupe à twist constant de D (plan vertical). 

Nous en tirons une décomposition cellulaire de D, une esquisse relativement 
fidèle en est donnée en figure 16. 

Il y a 3 cellules de dimension 3 : 

- Ci = {[X,^] G D I > m, 

- C2 = {[X,ip] G D I Z^^,^ > Z^/}, 
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FiG. 15 - Lieu d'égalité de longueurs 

/7dl 1112 



1x11 




t1 



FiG. 16 - Décomposition cellulaire 



- Cs = {[X, 99] e I L/ , L,^ > l^^}. 
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En excluant les faces et arêtes contenues dans les plans {6i = 0} et {^i = 1/2}, 
on compte 5 faces et 2 arêtes. Nous désignerons une face par un F en met- 
tant en indice le numéro de toutes les cellules de dimension 3 adjacentes, nous 
procéderons de façon similaire avec les arêtes mais avec un A. Pour les faces et 
les arêtes contenues dans les plans {^i = 0} et {^i = 1/2}, nous adopterons le 
même système mais avec des F^, des A'^, des F^^"^ et des A^^"^. Tous les points 
d'une cellule ont même(s) systole(s), les tableaux ci-dessous donne la (ou les) 
systole(s) associée(s) à une cellule. 



cellule 


systole 


face 


systoles 


arête 


systoles 


Cl 




Fl2 


il: ;i 


-4l23 


yi'ii-.ix 




7i 


F2 


7i,7^ 


^23 


7i,72>7x 






F23 


























"l - "/A 







face 


systole 


arête 


systoles 


sommet 


systoles 


Fï 


71 


^12 


71, 7l 


[X{P),id] 


7i,7i,72,72>7x 


F'2 


7i 


A', 


7i,7^ 






F^ 


7x 


Aî 


7x 










^13 


71, 7x 







face 


systole 


arête 


systoles 


sommet 


systoles 


^1/2 


71 


.1/2 
^12 


71, 7I 


S 123 


7i,7i,7x 




7i 


4 1/2 
^2 


71,72,73 










4I/2 
^23 


7i,7x 




7i,72,73,7x 


F'/' 


7x 




7x 












;i- iX 







3.6. Points eutactiques, parfaits et extrêmes. Nous laissons au lecteur 
le soin de lire les articles [Bav97] et [Bav05b] de C. Bavard afin de prendre 

connaissance des différentes définitions et résultats classiques de cette théorie. 
Donnons cependant un analogue du théorème de Voronoï, il est énoncé pour le 
cas orientable dans les articles cités mais reste valable dans le cadre des surfaces 
hyperboliques compactes de caractéristiques -1 : 

Théorème 3.8 (Bavard). Une surface hyperbolique fermée de caractéristique 
-1 est extrême si est seulement si elle est parfaite et eutactique. 

D'après un résultat de H. Akrout ([Akr03]), dans le cas orientable la systole 
est une fonction de Morse topologique sur l'espace de Teichmiiller ; ses points cri- 
tiques sont exactement les points eutactiques et par conséquent, sont intéressants 
à classer en eux-mêmes. Ceci reste vrai dans la cas non orientable, aussi nous 
recherchons tous les points eutactiques. 
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Proposition 3.9. Il y a exactement deux surfaces-i eutactiques : X{P) et 
X{H). 

Démonstration. Il suffit de déterminer les points eutactiques dans le domaine 
D. Regardons les gradients des fonctions longueur des systoles éventuelles de 
surface- 1, nous voyons directement 






Ensuite en dérivant par rapport à h l'égalité 

co.h(fc/2)=cosh(..W2)^ï||f. 



nous trouvons 
2dh 



sinh(/2/2) 



< 



é*! , , , ^cosli(L„/2) , , , X , /, , s cosh(?i/2) 
^ smh . / - cosh 0i/i/2 cosha7x/2 L . A' ' 

2 smh(;i/2) 2smli^(/i/2) 

cosh(i^^/2) cosh(6'ili/2) 



1 



cosh(/i/2) 
2sinh(/i/2) ~ sinli2(/i/2). 



< 0. 

En dérivant par rapport aux autres variables il vient 

io 
<0 I si ^i([X,^])=0 
> 
> 
< I si 1/2 > 9ii[X,ip]) > 
> 

Enfin via l'égalité de la remarque 1.3 nous trouvons 




< 

* 
> 



si ei{[x,ip]) = o 



v^([x,<^]) 



< si 1/2 > ei{[X,ip]) > 



Nous allons étudier les différentes configuration de systoles pour un point 
[X, <p]deD. 

-Six possède exactement une systole, alors le gradient de la fonction longueur 
associée est non nul et X n'est pas une surface eutactique. 

- Si X possède exactement deux systoles, et si celles-ci sont 71 et ou 
71 et 7x, ou j[ et 7^, alors les vecteurs gradient des fonctions longueur 
des systoles ne sont visiblement pas colinéaires et la surface n'est pas eu- 
tactique. Si X contient exactement deux systoles qui sont 7^ et 73, alors 
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en regardant les gradients des fonctions longueur dans le système de coor- 
données (Z^j , , Z^/ ) on s'aperçoit qu'ils ne sont pas colinéaires, et par suite 

la surface pas eutactique. 

- Si X possède exactement trois systoles, alors ou bien les systoles de X sont 
7^, 72 et 73, et en se plaçant dans le système de coordonnées (Z^/ , Z^/ , Z^/ ) il 
est clair que X n'est pas eutactique ; ou bien les systoles de X sont 71, 7^ 
et 7x, et avec les coordonnées usuelles on voit que X n'est pas eutactique ; 
ou bien les systoles de X sont 7^, 72 et 7^, dans ce cas 9i{\X,ip\) > et 
en regardant les coordonnées des vecteurs gradient des fonctions longueurs 
on voit encore une fois que X n'est pas eutactique. 

- Si X possède exactement quatre systoles, alors X = X{H). Comme X{H) 
est un point fixe isole d'un sous-groupe de Mod^ c'est un point eutactique 
(voir [Bav05b]). 

- Si X possède exactement cinq systoles, alors X = X{P). Comme X{P) est 
elle aussi un point fixe isolé d'un sous-groupe du groupe modulaire, elle est 
eutactique. 

Avec des calculs triviaux nous déterminons aussi les surfaces parfaites et ainsi 
les surfaces extrêmes de 7^~. 

Proposition 3.10. Il y a une et une seule surfaces-i parfaite : X{H). 

Corollaire 3.11. Il y a une et une seule surfaces^i extrêm.e : X{H). 

Le maximum global de la fonction systole surT^ (modulo l'action du groupe 
modulaire) est atteint en 991/2] 

cosHsys{X{H))) = ^^j^. 

Remarque 3.4. Une fois connus tous les points eutactiques de via la for- 
mule donnée dans l'article [Akr03], nous pouvons calculer la caractéristique 
d'Euler de Mod^. 

4. Cas des surfaces hyperboliques de caractéristique -1 à bords 

De notre étude de nous allons déduire une description des espaces de 
Teichmûller du tore à un bord, du plan projectif à deux bords et de la bouteille 
de Klein à un bord (les longueurs des bords seront supposées fixées). 

Avant toute chose, pour toutes les surfaces compactes possédant k bords, 
nous supposerons déjà fixées une même dénomination (6i)j=i...fe des bords, ainsi 
que leurs longueurs Z(6j)i=i...fc. Sauf mention du contraire, un homcomorphisme 
entre deux surfaces à bords préservera les dénominations des bords. 

4.1. Espaces de Teichmiiller des surfaces à bords. Nous procédons comme 
nous l'avions fait dans le cas des surfaces sans bord. Nous fixons une surface 
compacte R orientable ou non, de genre g avec k bords (les longueurs des bords, 
nous venons de le dire, sont fixées). Une surface marquée est alors un couple 
{S,ip), où S est une surface et (p : R i-^ S un homéomorphisme, préservant 
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l'orientation si R est orientable. Deux surfaces marquées {S, ip) et (S", (p') seront 
équivalentes lorsque l'homéomorphisme ip' o ip~^ sera isotope à une isométrie. 
On définit l'espace Tg^^ (resp. des surfaces compactes orientables (resp. 

non orientables) de genre g k k bords de longueurs fixées, comme l'ensemble des 
classes d'équivalence de surfaces marquées. Cet espace possède une structure de 
variété C°° déterminée par les fonctions longueurs. 

Nous allons montrer que par auto-rccollement des bords nous pouvons plonger 
ces espaces de Teichmiiller de surfaces à bords (Ti^i, P^'^ exemple) 

dans les espaces de Teichmiiller de surfaces sans bords (ici 7^"). 

Soit S une surface compacte avec k bords, notons S la surface obtenue par 
auto-recollement des bords. Nous avons le lemme suivant : 

Lemme 4.1. Soit un homéomorphisme de S, p> induit un homéomorphisme (p 
de. S unique à isotopie près. De plus, si ip est un homéomorphisme de S isotope 
à <p, alors "ip et (p sont isotopes. 

Afin de donner une esquisse de démonstration de ce lemme nous aurons besoin 
d'un résultat bien connu. 

Proposition 4.2. Un homéomorphisme du cercle est isotope à une isométrie. 

Esquisse de démonstration du lemme 4.1 La restriction de (p k chacun 
des bords est isotope à un homéomorphisme commutant avec l'auto-recollement 
de ce bord (par la proposition précédente), ainsi cp induit un homéomorphisme 
de S commutant avec l'auto-recollement des bi {i = l...k), donc induit un 
homéomorphisme (p de S. Avec un peu de topologie, il apparaît que si (p est 
isotope à ip, un autre homéomorphisme de S, alors p et ip sont isotopes. Nous 
concluons que l'homéomorphisme induit est bien unique à isotopie près. □ 

Ainsi, à une surface marquée [S, ip] correspond une unique surface marquée 
[S, 0\. Autrement dit, nous définissons (modulo l'action des groupes modulaires) 
une unique application 

^ : Tg^k (T^esp.T-^) T-^,^ (resp.Tg-j^) 

[S,p] I — > [S,(p] 

Notons les géodésiques issues de l'auto-recollement des bords, TZ est à 

valeurs dans l'ensemble = {l{fi) = l{bi)/2, i = l...k}. 

Inversement, soit S une surface compacte non orientable sans bord, et soient 
/i,..., fk des géodésiques de S non orientables et disjointes. Si S désigne la 
surface obtenue par découpe de ces k géodésiques, alors le lemme suivant vient 

directement. 

Lemme 4.3. Soit p un homéomorphisme de S fixant (à homotopie près) les 
courbes {fi)i=i...k, ^ induit un homéomorphisme (p de S unique à isotopie près. 
De plus, si ip est un homéomorphisme de S isotope à (p, alors ip et sont 
isotopes. 
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Nous pouvons alors définir une application 



V: r = {l{fi) = l{bi)/2, {i = l...k}cTg 



'^{g-k)/2,k OU 7g 



g-k,k 



l'espace d'arrivée dépendant de la nature topologique des géodésiques. 

Soient Tl un espace de Teichmiiller de surfaces à bords, et T2 l'espace de Te- 
ichmiiller des surfaces sans bords de même caractéristique. Les applications V et 
TZ existantes entre ces deux espaces vérifient DoJZ = idq^ et IZoV = idjr. En par- 
ticulier l'image de TZ est exactement l'ensemble T des points de T2 vérifiant les 
conditions de longueur. D'une manière générale les lieus d'égalité de longueurs ne 
constituent pas des sous- variété du Teichmiiller, néanmoins dans le cas présent 
les géodésiques { fi)i=i...k sont disjointes, et par un petit lemme nous concluons 
que est une sous- variété de T~. 

Lemme 4.4. Soit R une surface hyperbolique compacte, soit {fi)i=i...k une 
famille de géodésiques disjointes de R. L'ensemble T = {^(/i) = l{hi)/2, i = 1 . . .k} 
est une sous-variété lisse de codimension k de l'espace de Teichmiiller de R. 

Démonstration. Nous pouvons compléter cette famille en une famille de 
géodésiques disjointes, telle que les coordonnées de longueur et éventuellement 

de twist associées établissent un difféomorphisme entre T{R) et un produit 
(M;^)" X avec a + (3 = dim{T{R)). L'assertion s'en déduit immédiatement. □ 

En choisissant de bons systèmes de coordonnées de Tl et T2, il est désormais 
clair que les applications de découpe et de recollement sont de classe C°° . Par 
conséquent. 

Proposition 4.5. Les applications TZ et V établissent des difféomorphismes 
entre Tl et T C T2. En particulier, R est un plongement de Tl dans T2. 

En ce qui concerne le groupe des homéotopies d'une surface à bord S, par les 
lemmes 4.1 et 4.3 il est isomorphe au groupe Fix{{fi)i=i^^^k) égal à 

{h G Homeot(S) ; h fixe (à homotopie près) les géodésiques fi i = 1 . . . k}. 

L'application TZ est équivariante pour l'action de Homeot(S). 

Enfin, nous aurions pu définir une application d'auto-recoUemcnt de ki bords 
(avec kl < k) d'une surface à k bords, nous retrouverions avec les mêmes preuves 
tous les résultats obtenus. 

4.2. Le tore à un bord. L'espace de Teichmiiller Ti,i, des tores à un bord 
de longueur fixée l{bi) > 0, s'identifie au plan {l^-^ = l{bi)/2} C via le 
plongement TZ. Le groupe des homéotopies est isomorphe à celui des surfaces_i 
puisque tout homcomorphisme de surface- 1 fixe l'ovale, ainsi il est isomorphe à 
GL(2,Z), et de même Modi,i ~ PGL(2,Z). 
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Un domaine fondamental -D;^^^) de l'action de Modi^i sur Ti^i s'obtient en 
intersectant D avec le plan {Ij^ = l{bi)/2} (voir figure 13), et l'action des 
générateurs se lit directement sur la figure 14. 

Considérons la décomposition cellulaire triviale, c'est-à-dire constituée d'une 
face F, trois arêtes Ai = {^3 = I4}, A2 = {h = ^2}, et = {I2 = I3}, et deux 
sommets et 523. Les points de la face, de même que ceux des arêtes Ai 
et A3 admettent une seule systole, 71. Les points de l'arête A2 possèdent deux 
systoles, 7i et 72 ; mais aucun d'eux n'est un point eutactiques car 7^ 0. 
Enfin, les systoles de Si sont 71 et 72, et celles de S2, 71, 72 et 73. Ces deux 
surfaces, en tant que points fixes isolés de sous-groupes du groupe modulaire 
sont eutactiques. Trivialement la seule surface parfaite correspond au sommet 
5*23. Nous retrouvons ainsi ce résultat de P. Schmutz Schaller ([Sch93]) : 

Théorème 4.6. L'espace Ti^i des tores à un bord de longueur fixée (l{hi) > 0) 
contient une seule surface extrême (modulo l'action du groupe modulaire). Cette 
surface est m,odélisée sur l'hexagone régulier (figure 4), la longueur s de sa 
systole est donnée par 

cosh(s/2) = cosh(Z(6i)/6) + 1/2. 

4.3. La bouteille de Klein à bord. Regardons maintenant l'espace 7^~^ des 
bouteilles de Klein à bord de longueur fixée l{bi) > 0. Via le plongement TZ 
et en supposant que le bord auto-recollé se confond avec la géodésique 7^, cet 
espace s'identifie à {Z.^/ = Z(6i)/2} C T^. Remarquons que cet ensemble est une 
surface réglée, son intersection avec un plan horizontal est une droite parallèle 
à l'axe du twist. 

Les éléments de Mod^ fixant j[ n'agissent que sur la coordonnée de twist 
9i car ils fixent aussi jx- Sur la figure 14 nous voyons aisément quels sont ces 
éléments, ce sont ceux envoyant D sur un autre domaine fondamental bordé 
par le plan {^i = 0}. Leur groupe est engendré par n et f = stn, les reflexions 
selon les droites {^i = 0} et {^i = 1/2} ; il se présente de la façon suivante : 
(n, V I n'^ = v'^ = 1). 

Un domaine fondamental pour l'action de ce groupe sur {/^/ = l(bi)/2} est 
donc = Z(6i)/2,0 < é»! < 1/2}. 

Une décomposition cellulaire intéressante de ce domaine, est celle constituée 
de deux faces 



- F2 = {U < ^}, 



de cinq arêtes 








- ^11 = iW, 


= Kbi)/2, 


ei 


= 0, ^ > ^}, 


- A12 = {ly^ 


= l{bi)/2, 


01 


= 1/2, ly > i^^}, 


- A21 = 


= Kh)/2, 


01 


= 0, ly < ^}, 


- A22 = 


= l{bi)/2, 


01 


= 1/2, ly<l^A, 


- ^3 = {l-y[ 


= /(6i)/2. 


W2 


~ ^71}" 



et de deux sommet (le sommet à twist nul) et S2 (le sommet à twist 1/2). 
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Montrons que l'ensemble A3 forme bien une arête. Nous calculons I2 de deux 
manières : 

cosli2(Z2/2) = sinli2(^/2)sinh2(/x/2) 

cosli2(i2/2) = cosh2((9i^i/2)coth2(/i/2)coth2(Z^j/2) 



= cosh^ (^1/1/2)- 



sinh(^/2)sinh(/x/2) 



sinli2(Zi; 



En utilisant successivement la première puis la deuxième de ces égalités, il vient : 

cosh2(^2/2) 



cosh^(Z^^/2) 



ô + 1 

sinli2(^x/2) 

cosli2(6lili/2) sinh(/^//2) 



Au final, nous trouvons que l. 



72 



cosh^(^//2) 



cosli2(Zi/2) - 
l^^ équivaut à 

sinh2(/i/2) 



1 



+ 1. 



_cosh(6'iZi/2)_ 



Considérons 9i fixé, la fonction x 1— > est strictement croissante sur RI 

et tend vers en 0, vers +00 en +00. Pour tout 9i il existe donc un unique li 
tel que ^(7^) = /(71). 

Comme la coordonnée de twist est comprise entre et 1/2, les seules systoles 
possibles sont 72, 73 et 71, car les autres géodésiques de la bouteille de Klein à 
bord se déduisent de celles-ci par le twist de Dehn tj^ . Soulignons aussi que si 73 
est une systole, alors 61 = 1/2 (sinon ^(72) < KTs))- Nous pouvons maintenant 
donner la systole de chaque composante : 



face 


systole 


arête 


systoles 


sommet 


systoles 


Fi 


71 


An 


71 


Si 


71,72 






Au 


71 










A3 


71,72 


S3 


7i,72>73 


F2 




A21 


7^ 










A22 


72>73 







Déterminons les points eutactiques. Les surfaces possédant une seule systole 
ne sont pas des points eutactiques puisque les fonctions longueurs sont stricte- 
ment convexes. Les points ayant 72 et 73 pour systoles ne sont eux non plus pas 
eutactiques puisque (Z^/,/^^) est un système de coordonnées de {Z^/ = Z(6i)/2}. 
Il ne reste plus qu'à étudier les deux sommets. Nous observons que 



et V^(Si) 




< 
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donc est eutactique. Penchons nous sur le cas de S2, l'expression de est 
symétrique en les coordonnées donc le gradient VZi(S'2) a même com- 

posantes en et ^n" , il est facile de voir qu'elles sont négatives ce qui implique 

'''2 ''2 
S2 eutactique. 

Evidemment, S2 est le seul point parfait, et aussi le seul point extrême. Pour 
calculer sa systole, nous découpons 72 et 73, nous obtenons un pantalon à deux 
bords égaux. Ce pantalon se divise deux hexagones droits, nous travaillons dans 
l'un d'eux. Notons s la longueur des systoles et z la longueur de la perpen- 
diculaire commune à 72 et 73, nous avons (formule exprimant la distance de 
déplacement) sinh(s/4) = sinh(z/2) cosh(s/2) , mais 

sinh(z/2) = cosh(/(6i)/4)/(2sinh(s/2) cosh(s/2)), 

d'où cosh2(s/2) = cosh(i(6i)/4)/2 + 1 et cosh(s) = cosh(l(6i)/4) + 1. 

Proposition 4.7. Modulo l'action du groupe modulaire, l'espace T^^i ^ deux 
points eutactiques, un point parfait et un point extrême. Soit s la systole de ce 
point, la valeur de s est donnée par 

cosh(s) = cosh(/(6i)/4) + 1. 

4.4. Le plan projectif à deux bords. Considérons l'espace de Teichmûller 
des plans projectifs à deux bords de longueurs l(bi) et 1(62) fixées. Par l'appli- 
cation d'auto-recollement TZ, cet espace se plonge dans Munissons Tf^ du 
système de coordonnées {ly_^,l^^,ly^), et supposons que les bords des plans pro- 
jectifs sont identifiés à 7^ et 72 après auto-recoUcmcnt. Alors, l'image de 7^~2 par 
TZ est la droite {i^j = l{bi)/2, l^^ = l(b2)/2], en particulier T^~2 est paramétré 
par la longueur Z^/ (c'est trivial, voir figure 5) 

Nous pouvons montrer simplement que Mod'^2 s'identifie à (n) ~ TLjTL. En 
effet, on obtient un plan projectif à deux bords en découpant une géodésique 
non orientable d'une bouteille de Klein à bord, donc peut être vu comme 

le sous-groupe de Modl^i stabilisant une certaine gcodcsiquc. 

Ceci dit, des présentations des groupes des homéotopies des surfaces com- 
pactes non orientables furent données par J.S. Birman et D.R.J. Chillingworth 
dès 1971. Plus récemment, M. Korkmaz fournit des générateurs du groupes des 
homéotopies pour les surfaces non orientables pointées, et dans le cas du plan 
projectif moins deux points montra que ce groupe est isomorphe à Z/2Z x Z/2Z. 
Or, nous savons par un théorème de D.J. Sprows, que le groupe des homéotopies 
d'une surface compacte privée de k points est isomorphe au groupe des homéotopies 
de cette surface privée de k disques ouverts. Par conséquent, 

Proposition 4.8. Le groupe des homéotopies du plan projectif à deux bords est 

isomorphe à Z/2Z x Z/2Z. 

Corollaire 4.9. Le groupe Mod'^2 isomorphe à Z/2Z. 
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Soit Z un plan projectif à deux bords, le groupe Homeot(Z) est isomorphe 
au sous-groupe de Homeot(Z) formé des éléments fixant (à homotopie près) 
chacune des courbes 7^ et 72. Nous observons que l'identité id, l'involution 
hyperelliptique lz, l'homéotopie n définie en § 3.3 et le produit i ■ n, vérifient 
tous cette contrainte. Par conséquent, les homéotopies de Z qui s'en déduisent 
composent l'ensemble du groupe des homéotopies. 

Décrivons l'action de ces éléments. L'involution hyperelliptique renverse l'ori- 
entation des géodésiques de Z, ainsi que celle des bords. L'homéotopie n con- 
serve l'orientation de 61 et renverse celle de 62, elle échange les deux géodésiques 
fermées simples de Z. n est ce qu'on appelle un glissement de bord («bound- 
ary slide» en anglais), cela consiste à faire passer un bord d'une surface non 
orientable à travers un plan projectif. Ce concept fut introduit par Lickorish, 
nous renvoyons à [Kor02] pour plus de détails. Notons qu'en général un glisse- 
ment n'est pas involutif car son carré est un twist de Dehn le long d'une courbe, 
cependant dans le cas présent cette courbe est un bord. 

Nous donnons deux représentations de n. La première (figure 17) est l'action 
de n, un relevé de n, sur le revêtement des orientations Z de Z. Z s'obtient, 
par exemple, en découpant 73 dans Z et en collant deux copies du pantalon 
obtenu avec un twist de 1/2. En figure 17), Z est vu plongé dans l'espace M^, 
n est alors la reflexion par rapport au plan V contenant les points de Weier- 
strass. Nous laissons au lecteur le soin de voir que ceci a bien un sens, quitte à 
donner sufîisament de symétries au plongement de Z. La deuxième représente 
un glissement de bord (figure 18) effectue par le bord 62 en suivant le chemin 
pointillé. Nous voyons bien que les géodésiques intérieures de Z sont échangées, 
que le bord 61 conserve son orientation, et que celle de 62 est inversée. 

Prenons l^^ comme coordonnée de T{'2, 74 est l'autre géodésique fermée simple 
de Z. L'action de n s'exprime simplement en disant qu'au point de coordonnée 
{Ij' ) elle associe le point de coordonnée {Ij' ) ; n a donc un unique point fixe. 
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U U U 




FiG. 18 - Glissement de bord 



Z{P), déterminé par Z^/ = ly^. En tant que point fixe isolé de ra, Z{P) est 
eutactique. Il n'y a pas d'autre point eutactique car, quitte à appliquer n, ce 
point aurait 73 pour unique systole, or le gradient de 73 est non nul. En fait, nous 
voyons que ly^ est une fonction strictement décroissante de Trivialement, 
Z{P) est le seul point parfait de 7^~2 ^t aussi le seul point extrême. 

Calculons la systole de Z{P), comme l^;^ = l^i^ nous pouvons considérer que 
Z{P) est un élément du plan {^1 = 0}, et de ce fait modélisée sur la fig- 
ure 11. Toute l'astuce du calcul est d'utiliser la relation trigonométrique entre 
une géodésique d'une surface_i et sa duale (rem.1.3). Nous avons 

cosli(/3/2) = cosli(Z2/2)cosh(/i/2) 

= sinli(ly /2) smh.{lx/2) sinli(ly /2) sinli(Zx/2), 



puis 



sinli2(Z^,/2) 



cosh2(Z3/2) 
sinh2(Zx/2) 
sinh2(Zy/2) sinli2(/, 



/2)sinli2(/x/2), 



or 

cosh(Zx/2) = coth(Zy /2) coth(Zy /2), 
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ainsi 

,2 



sinh^ (1^/ /2) = sinh^ (Z^/ /2) sinh^ (Z^/ /2) [coth^ (/^/ /2) coth^ /2) - 1] 
= cosh^(/^/ /2) cosh2(^/2) - smh(^ /2) smh(^/2) 

= cosh(^^-^)cosh(^^-^) 



ou encore 



cosh^ (/^/ ) = cosh^ (Z^/ /2) + cosh^ (Z^/ /2) . 



Finalement nous avons démontré le théorème suivant : 

Théorème 4.10. Modulo l'action du groupe modulaire, le maximum de la fonc- 
tion systole sur atteint au point Z{P), sa valeur est donnée par 

cosh{sys{Z{P))) = cosli(Z(6i)/2) +cosli(/(62)/2) + 1. 

5. Autres invariants métriques 

Nous donnons ici d'autres inégalités optimales valables pour la systole ori- 
entable, la systole non orientable, la 2-systole et la 3-systole des surfaces_i. 
Tout consiste à exploiter convenablement des décompositions du domaine D. 

Nous pouvons par exemple choisir une décomposition avec six cellules de 
dimension 3 : 

^7x ^ ^j'i ^71 }' 

^7x ^ Wi ^ ^7i i' 
^71 ^ ^yx ^ ^7^}' 
^71 ^ ^tJ ^ ^7x}' 
^■y'i ^ ^71 ^ ^7x1' 

^7x ^71 }• 

cela correspond à diviser en deux chacune des cellules Ci {i = 1,2,3) en pro- 
longeant naturellement les faces F12, -F23 et F13 (voir figure 19). 



Ei = {[X,^]eD 

E2 = {[X,^] G D 
Es = {[X,ip]eD 
Ei = {[X,ip]eD 
E5 = {[X,^]eD 
Ee = {[X,ip]eD 



5.1. La systole orientable. La systole orientable d'une surfacc_i est la plus 
petite longueur d'une géodésique orientable, qui éventuellement peut être carré 
d'une géodésique non orientable. Dans D il y a 3 candidats possibles pour la sys- 
tole orientable : 71, 7x^ ou 7^^. Nous décomposons facilement D en trois zones 
correpondant aux lieus où les difi"crents candidats sont effectivement réalisés 
comme la systole orientable. Ces trois zones se déterminent sans difficultés 
puisque : 



Z^/ = l^^ ^ (z — 1)^ = X 



2x 
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FiG. 19 - Une deuxième décomposition cellulaire 



avec X = cosh^(Zi/2) et z = cosh^(Zx/2). Nous regardons le maximum de la 
systole orientable dans chacune de ces zones, il est toujours atteint sur la droite 
des surfaces équilatérales {h = l2,9i = 1/2}. Sur cette droite il y a donc deux 
points intéressants, comme 71 est systole orientable de chacun d'eux nous voyons 
que le point réalisant le maximum global de la systole orientable sur D est celui 
admetant 71, 7^^, 72, 72^, 73, 73^ comme systoles orientables. Pour calculer la 
valeur de la systole orientable en ce point nous utilisons les égalités 

cosh(/i/2) = coth(^i/4)coth(/i/2) 

cosh(Zi/2) = cosh(/i/2) cosh(Zi/4) coth(Zi/2) cosh2(/i/4)/sinh(Zi/4) 

oii h est la perpendiculaire commune aux bords associés à 71 dans le pantalon 
issu de la découpe de 71 dans Tx- Partant de 

sinh(Zi/2)sinh(Zi/4) = cosh^{h/4) 

nous arrivons à l'équation 

2X2 - 5X + 1 = 

oùX = cosh(^i/2). Nous trouvons donc X = (5 + v^)/4 = 2, 28. Pour mémoire 
le cosinus hyperbolique de la demi-systole orientable de X{H) vaut (3 + \/Ï7)/4. 
Nous pouvons énoncé le résultat suivant : 
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Proposition 5.1. Modulo l'action du groupe modulaire, la systole orientable 
atteint son maximum sur au point de twist 1/2 tel que les géodésiques 71, 
Ti^j 72; 72^, 73, 73^ aient mêmes longueurs. En ce point nous avons 



cosh(Zi/2) = (5 + V17)/2. 

5.2. La systole non orientable. Dans un premier temps, regardons seulement 
les géodésiques non orientables distinctes de l'ovale. Il est facile de voir que le 
minimum des fonctions longueur associées à ces géodésiques n'est pas borné 
sur T^. En effet, dans le domaine D ce minimum est égal à Z^/, et nous avons 
sinh(Z^j/2) = cosh(Zi/2)/ sinh(Zx/2) > 1/ sinh(Zx/2) qui tend vers +00 lorsque 
Ix tend vers 0. 

Si maintenant nous considérons toutes les géodésiques non orientables, y 
compris l'ovale. Alors la systole non orientable (la plus petite longueur d'une 
géodésique non orientable) est égale sur D au minimum des fonctions Ix et Z^j . 
Sur le sous-ensemble {Ix < ly^} de D le maximum de la systole non orientable, 
c'est-à-dire Ix, est atteint au point X(H). Sur le sous-ensemble {Ix < Z^j} de 
D, klx fixé le maximum de ly^ est atteint là oii Zi est maximum. Il y a deux cas 
à distinguer : dans le premier cas le plan horizontal déterminé par la valeur de 
Ix intersecte l'ensemble {Ix = ly} et ly < Zx < lx{X{H)) ; dans le deuxième 
cas le maximum de la systole non orientable sur le plan horizontal est atteint 
à l'intersection des plans {^i = 1/2} et {Zi = Z2} (c'est la droite des surfaces 
équilatérales) . Cependant à twist 1/2 nous avons, 

sinh(Zi/2) = cosh(Zx/2)/ sinh(Zi/2) 
cosh(Z2/2) = cosh(Zi/4)cosh(/i/2) ' 

en notant h la perpendiculaire commune aux bords associés à 71 dans le pantalon 
provenant de la découpe de 71 dans Tx ■ Nous en déduisons 

= c°sh^fa/2)+cosh^ft/2)-l 

^ ' ' 2(cosh(Zi/2) - 1) 

et comme Zi = Z2 il vient 

sinh2(Zx/2) = cosh2(Zi/2)(2 cosh(Zi/2) - 3), 

d'où 

2„ cosh2(Zi/2) 1 



sinh^(Zy/2) = 



' sinh2(Zx/2) 2cosh(Zi/2) -3' 
Le minimum de cosh(Zi/2) sur l'ensemble {^i = 1/2, Zi = Z2, Ix < ly} est atteint 
au point X{H). Nous sommes arrivés au résultat suivant : 

Proposition 5.2. Modulo l'action du groupe modulaire, la systole non ori- 
entable atteint son maximum, sur au point X{H). Cette surface possède 
4 systoles non orientables : j[, 72 , 73 et ^x ; leur longueur est donnée par 



cosh(Zi(X(iî))) = (5 + V17)/2. 
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5.3. La 2-systole. La /^-systole fut introduite par P. Scmutz Schaller dans 
[Sch93], nous renvoyons à cet article pour les définitions relatives à cet objet. 

Proposition 5.3. Modulo l'action du groupe modulaire, la 2-systole atteint son 

maximum global sur en la surface équilatérale donnée par les conditions 
h = h = h = l-y'-^ = l-y!^ = l-y!^- En ce point la systole est la 2-systole 

est réalisée par les 6 géodésiques 7i,7j' (i = 1,2,3^. Soit X = cosh(/i/2), alors 
2X^ — 3X — 2X + 2 = 0, en valeur approchée nous avons cosli(Zi/2) = 1, 74. 

Démonstration. Un 2-système consiste en une géodésique orientable et sa 
duale, ou en une géodésique orientable et l'ovale, ou en deux géodésiques non 
orientables (distinctes de l'ovale) disjointes. Pour une surface fixée, si lx,h ^ l'i 
alors {lx,li} forme un 2-système de longueur minimale. 

Dans l'ensemble des points de D vérifiant Zx < < l-y'^ la 2-systole est 
donnée par Zi. Sur cet ensemble elle atteint son maximum au point de twist 
1/2 tel que li = Z^j = I2 = ly^, nous noterons M2 ce point. Remarquons 
que la systole de M2 est 7^. La 2-systole de M2, c'est-à-dire Zi(M2), vérifie 
l'équation 2X^ - 3X - 2X -F 2 = avec X = cosh(/i(M2)/2). Nous trouvons 
cosh(Zi(M2)/2) ^ 1,74. 

Dans l'ensemble des points vérifiant Zi < Zx < l"y[ , la 2-systolc est donnée par 
Ix- Son maximum est atteint par exemple au point X(P), et vaut 

cosli(Zx(X(P))/2) = (1 + V5)/2 ^ 1,62. 

Dans l'ensemble des point vérifiant Zi < Z^/ < Zx, la 2-systolc est donnée par 
Z^/ . Son maximum est atteint lui aussi (par exemple) au point X{P), et a donc 
même valeur que précédemment. 

Enfin, dans tous les autres cas, c'est-à-dire lorsque Z^j < Zi, la 2-systole 
est la géodésique de plus petite longueur parmi celles disjointes de 7^. Claire- 
ment, le cosinus hyperbolique de la 2-systole sur cet ensemble est donné par 
cosli(Z^j/2) + 1 (formule de la systole de la bouteille de Klein à bord). Donc le 
maximum de la 2-systole sera atteint là oii ly^ atteint son maximum. A Ix fixée, 
Z^/ atteint son maximum là 011 Zi est maximum, soit à l'intersection des plans 
{^1 = 1/2} et {Zi = Z2} (la droite des surfaces équilatérales) . Nous reproduisons 
à l'identique le raisonnement du paragraphe précédent, nous voyons que le min- 
imum de cosh(Zi/2) sur l'ensemble {^i = 1/2, Zi = Z2,Z^/ < Zi} est atteint au 
point M2. 

Nous concluons que, modulo l'action de Mod^, le maximum de la 2-systole 
sur est atteint au point M2. □ 

5.4. La 3-systole. Un 3-système d'une surface_i est constitué de 3 géodésiques 
disjointes, il s'en suit que ces géodésiques sont nécessairement non orientables 
et distinctes de l'ovale. Nous avons vu au § 5.2 que le minimum des géodésiques 
non orientables distinctes de l'ovale n'est pas borné sur , par conséquent la 
3-systole elle non plus n'est pas bornée sur . 
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